A6 — Operatori differenziali

Operatori differenziali in coordinate cartesiane:

e Gradiente (opera su uno scalare; ha come risultato un vettore)

grad (@) = VCD_ai)l + 923 +8£>?Z
x oy Y oz

e Divergenza (opera su un vettore; ha come risultato uno scalare)

OA, OA, A,
ox 6‘y oz

div(A)=V-A=

e Rotazionale o rotore (opera su un vettore; ha come risultato un vettore)

oy A~ A

OA, - 0A .
rot(A)=VxA= / / —z - ier(aA 8Aj| + » %A, I,

oz 0z  0x ox 0Oy
A,

X Z

>

e Laplaciano scalare (opera su uno scalare; ha come risultato uno scalare)

o*d . RO )

VO =AD="—+ "+
ox* oy’ oz

Il laplaciano scalare gode della seguente proprieta:

VD =V (VD)

e Laplaciano vettoriale (opera su un vettore; ha come risultato un vettore)

0'A 0°A 0°A

VIA=AA=—F+—F+—
ox- oy 0z

Si osservi che, solo nel caso del riferimento cartesiano, i laplaciani vettoriali e scalari sono
legati fra loro dalla seguente proprieta:

VCA=(V2A )i +(V2A,)i, +(V2A,)i,

quindi il laplaciano di un vettore ¢ ancora un vettore che ha come componenti cartesiane i
laplaciani scalari delle componenti cartesiane del vettore su cui opera.



Operatori differenziali in coordinate curvilinee:

A

Si consideri un generico sistema di coordinate curvilinee (u;,uz,u3), € siano (u1,02,03) 1 rispettivi

versori fondamentali e (h;,h,h3) 1 coefficienti metrici.
Si definiscono gli operatori differenziali nel modo seguente:

e Gradiente
VO :L@OI+L@02+L@A3
hl aul 2 auz 3 au3
e Divergenza
1 0 0 0
V-A= —(h,h,A))+——(h;h,A,)+—(h,h,A
h1h2h3 {6111( 2773 1) 6uz( 371 2) au3( 12 3):|

e Rotazionale

a, a, a,
h,G, h,Q0, h,h, h;h, hh,
0 0 0 _
h h,h, 6u 5‘u 6u ou, ou, ou,
h,A, h,A

hyA,

V xA

N

u 0 0 u 0 0
h}ll {_(h3A3)__(h2A2)j|+ - |:_(h1A1)__(h3A3)}+
213 &12 au3 h3h1 aU’3 8u1
a, 0
—h,A h A
hh [au (h,A,)— 8112( | 1)}

e Laplaciano

h h,h h h,h h h,h
hihyhy | OQuy\ hy  Ou hihyhy | Quy \ hy  Ou, hh,hy | Ouy hy  Ouy

_ 1 0 h,h, 0 [] . 1 0 h;h, 0 [] . 1 0 h;h, 0 []
h h,h, 6u1 h, 6u1 h hyh, auz h, ﬁuz hih,h, au3 h, au3

L’operatore Vz[ ] si puo applicare sia a un campo scalare ¢ che a un campo vettoriale A

espresso in coordinate curvilinee, e si ottengono cosi il laplaciano scalare e il laplaciano
vettoriale in coordinate curvilinee. Nel caso vettoriale, occorre perd tenere presente che in
generale i versori non sono delle costanti, € quindi vanno anch’essi derivati.




Come casi tipici di sistemi di coordinate curvilinee, si possono considerare ad esempio il

riferimento cilindrico e quello sferico. In tal caso, le espressioni degli operatori differenziali scritte
sopra si particolarizzano nel modo seguente:

a) Coordinate cilindriche

Si ricordi che in un riferimento cilindrico si ha u; = p, u,= ¢, us = z e quindi risulta:
hlzl,hzzp,h3:1

e Gradiente

vop=20; 1004, 0P
op © pop 0z

e Divergenza

OA
p Op P7p g oz
e Rotazionale
Lioq, L
D p ¢ D z
R OA R o(p A OA |.
VX/A\Zi i i =l aAZ —i(pA¢) | + p_% i¢+l (p ¢)_ £ iZ:
op Op oz p| 6p Oz Pl ez Op p|l  op op
A, pA, A,

_|10A, OA, - OA, 0A, - 10(pA,) 10A, :
pop 0z |” |0z op |’ |p op p op |°

e Laplaciano

Vz[]—li(p%[ ]j+1 GAN AN A O Y T A

Cpop prog st aprt Tt pop progttt oz

L’operatore Vz[ ] si puo applicare sia a un campo scalare ¢ che a un campo vettoriale A espresso

in coordinate cilindriche, e si ottengono cosi il laplaciano scalare e il laplaciano vettoriale in

coordinate cilindriche. Per il laplaciano di un vettore, con alcune manipolazioni si pud ottenere la
seguente espressione alternativa:

A oA, 7. A oA, 7. A
va{vap— o2 - ¢:|ip+|:V2A¢——¢+i 217, +(V2A)i
Pt P 0p




Si osservi che, come gia detto in precedenza, le componenti del laplaciano vettoriale non sono i
laplaciani scalari delle componenti del vettore A, come avviene invece in coordinate cartesiane.

b) Coordinate sferiche

Si ricordi che in un riferimento cilindrico si ha u;=r, u, =6, u3= ¢ ¢ quindi risulta:
hi=1,h,=r, h3=rsinO

e Gradiente

o0, 10D 1 oD:
VO =——i +———iy+———I,
or r 09 rsing op

e Divergenza

O0A
V-Azizi(r2 Ar)+ —— —(sin9A,)+ 1 —
r-or rsing 0.9 rsing og
e Rotazionale
ir ié’ i_(ﬂ
r’sing  rsing r
VxA= 9 9 9 =— 1 i(rsin&‘Aqﬁ)—i( A,) i+
or 09 op r-sing| 04 op
A rA, rsindA;
.1 oA, —i(rsingA,ﬁ) i9+l oA, _OA, i,p = 1 i(sinSAgﬁ)— A, i+
rsin¢| 0¢p Or r| Or 00 rsind| 04 o
+l .1 OA, —i(rA¢) f9+l O(rA,) OA, ?¢
r|sind op Or r| Or 00

e Laplaciano

1 o(,0 1 a(. .0 1
VZ - 2_ _ 19_ - —
] rzﬁr(r 6r[])+rzsin.9&9(sm 819[]j+rzsin2198g02[]

52 28 1 o2 1 o 1 0’
_arz[ ]+;E[ ]+r7892[ ]+r2 tanQ%[ r’ sin®9 5(P2[ ]

2 . . . . .
L’operatore V [ ] si puo applicare sia a un campo scalare ¢ che a un campo vettoriale A espresso
in coordinate sferiche, e si ottengono cosi il laplaciano scalare e il laplaciano vettoriale in
coordinate sferiche.



Per il laplaciano di un vettore, con alcune manipolazioni si puod ottenere la seguente espressione
alternativa:

VIA=|V?A - —F—— > 7 I+
r r-tand r° 09 r’sing O¢

I A oA oA, .
+| VA, -2 +% r_2'2 “ i,
r-singd r° 04 rsindtand Op
I A A A, |-
V2A+22« ar_2-¢2 +2-2 89|¢
rsind 0p r sin° ¢ rsindtand Op

2A,  2A, 20A, 2 GAq?

Si osservi che, come gia detto in precedenza, le componenti del laplaciano vettoriale non sono i
laplaciani scalari delle componenti del vettore A, come avviene invece in coordinate cartesiane.



Principali relazioni differenziali:

DHV(@+vy)=VD+Vy

2)V-(A+B)=V-A+V-B

3)Vx(A+B)=VxA+VxB

HVI (D +y)=V’D+Viy

5)V*(A+B)=V’A+V’B

6)V-(VO)=V’D

V(D y) = OVy +yVOd

)V -(PA)=DV-A+VD-A

NV x(PA)=DVxA+VDxA
10)V-(AxB)=B-VxA—-A.VxB

11)VxVD =0

12)V-VxA=0

13)Vx(VxA)=V(V-A)-V?A
14)V-(DVy) = VD -Vy + OV y
15)V(A-B)=Ax(VxB)+Bx(VxA)+(A-V)B+(B-V)A
16)Vx(AxB)=(V-B)A—(V-A)B+(B-V)A-(A-V)B
17)V? (Dy) =DV + VO -V +y VD

18) V(DAY= DV>A+ AV D +2(VD-V)A

19)VV - (DA) = (VO)V-A+DVV-A+VDOxVxA+(A-V)VD+(VD-V)A

20)VxVx(DPA)=VDxVxA—AVD +(A-V)VO +DVxVxA+VDV-A—(VD-V) A

Le relazioni 11, 12 e 13 sono particolarmente importanti.



